Concursul interjudetean de matematica UNIREA 2025
Editia a 16-a,
Focsani, 15 februarie 2025

Enunturi, solutii si bareme, clasa a 9-a

Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:

x? N 2 N 1 .
2+ 2 +1 2+ 2 +1 2242 +1]
Emil Vasile, Ploiesti

Solutie. Folosind inegalitatea partii intregi, rezulta:

_ z? 2x 1 a2 2z 1 _
1= [x2+2x+1] + |:a:2+2x+1} + [x2+2:(;+1:| < 22 4+22+1 + z24+2z+1 + r2420+1 Lo 1p
. v . . o 2 2 1
Egalitatea are loc daca gi numai dacd =755, =79577) 770577 €& e - - 1p
2 1 ¢
Deoarece 7257 sorger =20 € Qrezultdcaz € Q..o 1p
Fie m =a €N Cum+ae€Q rezultacia=Fk* cuk e N*. ................ 3p
Obtinem x = —1 £ %, cu k € N*, care verifica ecuatia initiala, deci sunt solutii. .. 1p

Problema 2. a) Demonstrati ca pentru orice x € R si orice numar natural nenul £,
1 2

—_ T+ > :

(2k—1) -2k 2k - (2k+1)| — 4k2 -1

b) Demonstrati ca exista un unic gir de numere reale (an)nzl, cu proprietatea ca
pentru orice numar natural nenul n au loc inegalitatile:

+

are loc inegalitatea: |z —

1 n 1 n 1 n n 1 <"
a; — —— g — —— a3 — —— a, — < ,
Y12 > 3.4 5.6 (2n—1)-2n| ~ 2n+1
SR Y PSR ) PR S ) P < =
a e — a — ay, < .
' 2.3 T 4.5 6.7 n-2n+1)| = 2n+1

Cristian Heuberger, Baia Mare

. 1 1 1 1 3
Solu’gle. a) ‘[E—m‘—’—‘l’—’—m‘ Z ‘(m—l') + <[L‘+m>’, de(31

1 1 _ 2
> Oh=1) 2k + T RTT) — ARET: e 2p

1 1
’I ~ @enaE| T ’I * e

b) Din a), obtinem: +

1 1 1 1
Ak — Br—1)2k Ok + speErD) | 2 @02k T kRt (1)




Adunand cele doua inegalitati din ipotezé, notand cu S,, suma modulelor si folosind

N T, 1 1 1 on :
(1) obglnem 1zt ﬁ tsitast- + =20 T ey < O S g4 Prin

urmare 5= +1 < <5 il, deci S, = 2n+1 .................................. 1p

Mai mult, cele doua inegalitati din problema trebuie sa fie egalitati. ............ 1p
: R 1 1 1 1 _ n :

Fie b, := ‘al - ﬁ‘ + |a2 - 3-_4| + ‘a3 - %‘ Tt T G| T . §

_ 1 1 1 1 . n

Cn = ’al + 2_3‘ + |a2 + R{ + |a3 + ﬁl Tt ey | T

Avem b; = ‘al — %’ = % = ‘al + 2—13‘ = ¢1, de unde obtinem a; = %. ............ 1p

Pentrun > 2, avem b, = b,_1+|a, — m , decl 55 == 11+ ap — m ,
: v 1 dn+1

si deducem ca a,, € {2n(4n2—1)’ Qn(;:;_l)} co(2) 1p

Dar ¢, = ¢p—1 + |an + m , deci QnHﬁ = 2’;—_11 + la, + m , prin urmare

1 —4n+1 : ~ 1 :
a, € {2n(4n2_1), 2n(4;‘2+_1)} . Folosind (2), obtinem a,, = Tniin? ) bentru orice n > 2.
Cum a; = }, rezultd cd a, = m, pentru orice n € N*..................... 1p

Problema 3. Se considera un patrulater convex ABCD, cu {O} = AC N BD,
astfel incat AC' < 2-0C ¢i BD < 2-OB. Alegem punctele M, N, P, () pe laturile
AB, BC,CD, respectiv DA, astfel incat %—g = %g = % = g—g =k>0.

Fie {T} = MP N NQ. Demonstrati ca:

a) O ¢ MP;

b) T ¢ ACUBD;

¢) (OT este bisectoarea lui BOC daci si numai daca k = 29¢=4¢

2:0B-BD"

Dana Heuberger, Baia Mare, Enache Patrascu, Focsani

Solutie. a) Presupunem ca O € MP.

OM = 1 (0A+kOB), OP = i1 (OC + kOD) ,
deci ﬁ -1 OC m—i-@-@. ...... 1p

I+k 1+k " OB
O € M P daca si numai daca coeficientii vectorilor OM\

si ﬁ in baza (@i, O-B>> sunt proportionali. Obtinem:
1<%:8—g < 1, fals. Asadar O ¢ MP. ......... 1p
b) Fie E mijlocul lui (AC) si F' mijlocul lui (BD).

Din teorema lui Thales rezulta ca patrulaterul M N P()
este paralelogram. ........ ... ... ... L 1p

T este mlﬂocul lui (M P), deci obtinem:

TM + MP = 1+k(ﬂ+kﬁ+ﬁ+kﬁ): & (TA+TC) +k (TB+

—i—ﬁ) -0 <:>T—E>—|—kﬁ -0 « TE = —kﬁ, prin urmare 7' € (EF), deci



T e Int <§0\0> asadar T'¢ AC U BD. ... ..o 2p

)Flez: @gl':—lﬁ

J 7 Bp
(OT este blsectoarea i BOC & Ol =a (7 + J > cuae R (1) ......... 1p
TE = —/~<:T—F> deci OT = s ((ﬁ + k:O ) ﬁi_)‘f‘ O+k J . Folosind (1) deducem
OE _ OFk OC—AC

B QO S OE=0F -k O0C -4 =k(OB-82) o k=335=25 ... 1p
Problema 4. Fie numerele reale ay, ay, ..., a9 € (0,10), cu a; +as + ...+ ajp = 10.

Demonstrati ca exista by, by,...,b19 € N, astfel incat by + by + ... + byg = 10 si
]al—bl\+\a2—b2]+...+\a10—b10] §5

X %k ok

Solutie. Pentru orice ¢ = 1,10, notam cu f; = {a;} partile fractionare ale numerelor
a; $ile renumerotam, astfel incat f1 < fo < ... < fi9. Fie k= fi+ fo+ ...+ fio-

k::al—[a1]+a2—[ag]—l—...+a10—[a10] :10—([a1]—|—[a2]+...+[a10]) GNlp

Alegem numerele:
by = [al], by = [az], oo biook = [awfk] ) b107k+1 [Cl1o k+1] +1 S, big = [alo] +1. 1p
Calculam suma:

S = |ay—by|+|ag—ba|+. ..+ |aro—bo| = fi+. ..+ fro—x+(1 — fro—k+1)+- ..+ (1 — fio)

siobtinem: S =2 (f1 4 fod oo f10mk) e 1p
fi+fo+.. + fio—k Jfio—ks1+ ..+ fio k= (fi+ fot+ ...+ fio-k)
< fiox < = :
10 — k k k
Rezulté: (fl + fQ 4+ ...+ flO—k)(M)%k + %) S U 3p

S=2-(fi+ fot...+ fro_s) < 2= ’f><(’“+i°5’“) R 1p



