Concursul interjudetean de matematica UNIREA 2025
Editia a 16-a,
Focsani, 15 februarie 2025

Enunturi, solutii si bareme, clasa a 8-a

Problema 1. Fie intervalele deschise I, I5, I3 C R, cu proprietatea ca multimile
L\ (I,Ul3), I\ (I3U 1) si I3\ ({1 U I3) contin fiecare cel putin cate un numar intreg.
a) Dati un exemplu de intervale I, I5, I3 cu proprietatea data.

b) Aratati ca exista x,y € I; U Iy U I3 pentru care x — y > 2.

Solutie.

a) Alegem, de exemplu, intervalele (1,3),(3,5) §1 (5,7).cvovvvniiiiii.. 2p
b) Fie a;, € Z N I, pentru orice k = 1,2,3, numerele cu proprietatea data. Din
conditia data deducem ca acestea sunt distincte doua cate doua.................. 2p
Presupunem fara a restrange generalitatea ca a; < as < az. Cum a; € Z, deducem
CA A3 2 2 Q] ottt e 2p
Intrucat I; este interval deschis si a; € I, putem alege y € 11,y < a;. Analog, putem
alege x € I3, > a3. Atunciz,y e [ UL Ulziarx —y>az3—a; >2 .......... 1p

Problema 2. Determinati a,b € N pentru care a® + b* + ab = 2025.

Solutie.

Observam ca daca a = 0, atunci b = 45, deci (0,45), (45,0) sunt solutii. ......... 1p
Cautam mai departe solutii cu componentele nenule. Ecuatia se scrie ca 4a? + 4b* +
4ab = 90% sau (2a + b)? = 90% — 3b?, adica 90? — 3b? este patrat perfect ......... 2p

In 902, factorul 3 are exponentul 4 iar in 3% exponentul lui 3 este impar, atunci acesta
trebuie s fie minim 5, altfel exponentul lui 3 in (2a + b)? ar fi impar. Atunci 9|b 2p

Ecuatia este simetrica in a si b, deci 9ja. Atunci, dacd a = 9z,b = 9y, avem
22 +y* +ay = 25. Din z,y # 0 avem z < 5, deci x € {1,2,3,4}. Verificand,
nu gasim solutii. Asadar, singurele solutii sunt (0,45), (45,0) ................... 2p

Solutie alternativa. Ecuatia poate fi privita ca ecuatie de gradul II, de exemplu in
a. Atunci A = b? — 4b* + 4 - 2025 = 90? — 3b* este patrat perfect................. 2p

Problema 3. Pe planul triunghiului ascutitunghic ABC' se ridica, in ortocentrul
acestuia, o perpendiculara pe care se considera punctul S astfel incat ZASB = 90°.
a) Aratati ca punctul S exista i ca este unic.

b) Aratati ca ZBSC = ZCOSA = 90°.

c) Daca A’ € (SA), B’ € (SB) i C' € (SC) sunt alese astfel incat AA'B'C' ~ AABC,



aratati ca (A'B'C") || (ABC).
Solutie.

a) Triunghiul ABC' este ascutitunghic, deci ortocentrul sau H este in interiorul aces-
tuia. Fie (HO perpendiculara din ipoteza. Avem ZAHB+ /BHC + ZCHA = 360°,
deci cel putin unul dintre aceste unghiuri, sa zicem ZAH B, are masura cel putin
120°. In acest caz AAHB este obtuzunghic, deci AH? + BH? < AB% (1) ....... 1p

Un punct S € (HO are proprietatea cd ZASB = 90° daci si numai dacid SA?+SB? =
AB? (2). Dar SH 1 (ABC),deci SH L HAsi SH 1. HB. Atunci SA? = SH?*+H A?
si SB? = SH? + HB?. Atunci (2) este echivalenta cu 2- SH? + HA*> + HB? = AB?.
Din (1) rezultii ci existd distanta SH pentru care SH? = ABE=HA_HE® = fyident,
exista un unic punct S € (HO care Verificad .............cooviiiiiiiiiiiiiiain.. 1p

b) Avem SH L (ABC)si BH L AC, deci daca BHNAC = {B'}, atunci SB’ 1. AC.
Deducem ca AC L (SHB). Cum SB C (SHB), avem AC L SB. Dar SB 1 SA,
deci SB L (SAC). Atunci SB L SC gi, analog, SA L SC ...................... 3p

c¢) Fie t raportul de asemanare dintre cele doua triunghiuri. Atunci A’'B’ =t - AB,

B'C' =t-BC si C'A' = t-CA, iar AB? = SA> + SB* A'B”* = SA? + SB? i
Atunci SA? — (SA'2+SB'2)+(SA'2+SC'2) (SB+5C"2) _ A’B'2+A’C”2 B'C? _

analoagele.
{2 ABFACPZBC? t2 SA? deci SA' =1t - SA. Analog SB' =t - SB si SO =t SC
deci %‘;‘1 =28 = % si atunci A'B’ || AB, B'C" || BC, deci (A’B'C") || (ABC) ..
Problema 4. Intr-un tablou cu 17 linii si 7 coloane completam in fiecare celula 0
sau 1 astfel incat sa nu avem doua linii completate identic.

a) Aratati ca exista doua linii in care numerele corespondente de pe cel putin patru
coloane coincid.

b) Determinati suma maxima pe care o pot avea toate elementele de pe trei coloane.

Solutie.

a) Din cele 17 linii, conform principiului cutiei, cel putin 9 vor fi completate la fel pe
prima coloana. Dintre acestea, conform principiului cutiei, cel putin 5 vor fi comple-
tate la fel pe a doua coloana. Dintre acestea, conform principiului cutiei, cel putin 3
vor fi completate la fel pe a treia coloana. Dintre acestea, conform principiului cutiei,
cel putin 2 vor fi completate la fel pe a patra coloana. Acestea doua din urma vor
avea primele patru coloane completate identic. ............ ... ... ... L. 3p

b) In total in 3 coloane avem 3 - 17 = 51 de celule. Dacil toate acestea ar fi comple-
tate cu 1, excluzand aceste celule, ramane un tablou cu 17 linii si 4 coloane. Fiecare
linie poate fi completatd in 2* = 16 moduri, deci existd cu sigurants dous linii la
fel completate. Atunci in tabloul complet vor exista doua linii identic completate,
contradiChie. ... ..o 3p

Atunci suma maxima este cel mult 50 si aceasta se poate atinge, de exemplu, cand
primele 3 coloane sunt completate doar cu 1, cu exeptia coloanei a treia de pe ultimul
rand. Pe primele 16 randuri completam coloanele 4 — 7 cu toate cele 16 combinatii
posibile de 0 i 1. Pe ultimul rand completam coloanele 4 — 7 cu0............... 1p



