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Problema 1. In triunghiul ABC, mediatoarea laturii BC' si bisectoarea din A au

intersectia un punct @, situat pe linia mijlocie M N, unde M € (AB) si N € (AC).
Aratati ca triunghiurile MQB si NQC au arii diferite.

Solutie.

Pentru ca M N este linie mijlocie in AABC, avem MN || BC ................... 1p
Atunci, d(B,MN) =d(C, MN) ... 1p
Presupunem c& [MQB] = [NQC]. Atunci 3 - MQ -d(B,MN)=1-NQ-d(C,MN).
Deducem ca MQ = QN ... 2p
In triunghiul AMN, segmentul AQ este atunci si mediand si bisectoare, deci AMN
este un triunghi isoscel, cu AM = AN ... 2p

Folosind din nou faptul ca M N este linie mijlocie, deducem ca ABC' este triunghi
isoscel si atunci mediatoarea laturii BC si bisectoarea din A coincid, deci intersectia
lor nu poate fi doar punctul Q ...... ... ... 1p

Problema 2. O pereche (a,b) € R x R se numeste intreaga daca a,b > 0 si numerele
Vab, %’ si \/‘LQQLI’Q sunt toate intregi si distincte. Notam cu d(a, b) = # — Vab.

a) Aritati ca (5 — 2v/6,5 + 2v/6) este o pereche intreagi.
b) Aratati ca pentru orice pereche intreaga (a,b) avem d(a,b) > 6.

Solutie.

a) Prin calcul direct ne rezulta ca cele 3 numere sunt 1,581 7 ................... 3p
b) Fie z = Vab,y = “TH’ Siz =14/ ‘LQZLI’Q. Aceste numere sunt naturale nenule si verifica
2y)2=(a+b)?=a*+1+2ab=222+ 2% saua® + 22 =2y> (1) .............. 2p
Din I.M. avem x < y < z si folosind faptul ca z,y,z € N, avem z > x + 2 iar din (1)
deducem ca x gi z au aceeasi paritate (2) ... 1p

Dacd 2z = x+2, atunci avem y? = (z+1)?+ 1, dar nu exista dous patrate consecutive
nenule. Dacd 2z = x + 4, atunci avem y? = (z + 2)? + 4, dar nu existd doua patrate
nenule la diferenta de 4. Atunci, din (2) avem z — x > 6, adica d(a,b) > 6 ...... 1p

Observatie. Pentru z = z + 6, obtinem y* = (z + 3)? + 9. Singurele pétrate nenule
la distanta 9 sunt 16 i 25, deci x = 1 gi z = 7. Asadar, perechea de la a) este unica
cu proprietatea ca d(a,b) = 6.



Problema 3. Pe laturile triunghiului echilateral ABC' se construiesc, in exteriorul
acestuia, triunghiurile BC'D si ACFE, in care /D = /E =90° si ZCBD = ZACE.
Aratati ca AD = BE = DE.

Solutie.

Triunghiurile BC'D si CAE sunt congruente (I1.U.), deci AE =CD ............. 1p
Atunci si triunghiurile BAE i AC'D sunt congruente (L.U.L), deci BE = AD ..1p
Construim dreptunghiul BDCOF ... ... 1p
Atunci avem C'F = BD = EC ... o 1p
si /ECF = /ECA+ ZACF = Z/CBD + ZACF = /BCF + ZACF =60° ....1p
Deducem ca triunghiul EF'C' este echilateral si atunci BE =FED ............... 2p

Problema 4. Fie n > 3 drepte in plan. Oricare doua drepte dintre acestea se in-
tersecteaza si notam multimea tuturor acestor puncte de intersectie cu P. Asociem
fiecarui punct P € P numarul dreptelor dintre cele n, care trec prin P.

o .o . . o .o -1
a) Daca nu exista trei drepte concurente printre cele n, aratati ca P are % puncte.

b) Aratati ca suma numerelor asociate punctelor din P este cel mult n(n — 1).
Solutie.

a) Fiecare dreapta se taie cu celelalte n — 1, deci numarul punctelor de intersectie
este n(n — 1). Fiecare punct este insa numarat de doua ori (o data pentru fiecare
dreapta), deci |P| = @ ..................................................... 3p

b) Pentru orice dreapta din cele date, suma totald a numerelor asociate cresgte cu o
unitate de cate ori aceasta dreapta trece printr-un punct din P, adica aceasta con-
tribuie la suma numerelor asociate cu numarul punctelor din dNP ............. 3p
Dar |[dNP| < n — 1, pentru orice dreapta d, de unde concluzia ................. 1p



