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Enunturi, solutii si bareme - clasa a 11-a

Problema 1. Consideram sirul de numere reale (ay),>1 definit prin

vn! - a,

,(V)n € N*.

o |

n

a) Demonstrati ca lim = = 1.
n—oo 9n

b) In trecut, aproximarea factorialilor a fost o pasiune pentru matematicianul Stirling,
care a dedus ca lim = +/2m. Folosind rezultatul lui, determinati lim a,,.

n—00 n”+% n—00
Solutie.

a) AVemn a, = S 1p
Atunci =2 = 1.(1+ %)n ...................................................... 1p
De aici deducem ca lim = =1 . . . . . 2p

n—oo
b) Avem lim a, = lim 2-e—¥2T. L L LT LT TR T RO 2p

n—00 n—00 : nm
Atunci lim a, = 0 oo 1p
n—o0

Problema 2. Fie f : (0,00) — (0, ) ctie descrescatoare, astfel incat functia
g:(0,00) = (0,00) definita prin g(z) = x) , pentru orice x > 0, este crescatoare.
a) Aratati ca, daca lim zf(x) = 1, atunci lim g(x) = 1.

T—>00 T—00
b) Aratati ca, daca lim zf(z) = oo, atunci lim g(z) = 1.

Tr—00 T—00
Solutie.

_ (D f(+1) 1.1 —

a) Avem g(r) = = 75— - 717 Atunci :EILIEO glx)=1-1=1................... 2p

b) Din f descrescatoare deducem ca g(z) < 1, deci g este marginita. Dar g este

crescatoare gi atunci existd a = lim g(z), unde a < 1. Mai mult, g(x) < a, pentru
T—r00

OTICE T > () oot 2p

Presupunem ci a < 1. Atunci £ x+" =11 ffx:_’izl) [Tisglz+k)<a™ ....2p

Deducem ca (z+n)f(x+n) < (x—i—n)f(x) . Ducand la limita dupa n — oo, obtinem
oo <0, absurd. Ramane cazul a = 1. ... . . 1p



Problema 3. Fie A € M3(R) o matrice cu valorile proprii A1, Ay, A3, toate nenule.
a) Ardtati cd A este inversabila gi det(A + A7) = </\1 - %) </\2 - %) <)\3 - %3)
b) Daci tr(A) =tr(A?) = 0, aritati ca det(A + A™!) = det A + det A~

Solutie.

a) Matricea A nu are valori proprii nule, deci este inversabild. Atunci, inversa sa A~*

are valorile proprii %1’ /\1—2, A% .................................................... 1p
Scriem A + A™' = A7Y(A? + I,). Matricea A* + I, are valorile proprii A} + 1, Ay +
1,A% + 1, deci are determinantul (1 + A2)(14+ A3)(1+A3) oo, 1p

Atunci det(A + A7) = det(A™) det(A® + 1) = 5o (1 + A+ X)) (1 + A3) =

<1+;—1)<1+%2><1+%3> ..................................................... 1p

b) Din tr(A) = 0 deducem ca A\ + Ay + A3 = 0 iar din tr(A?) = 0 deducem ca

A A A = 0 o 1p
Atunci M Ay + A2 A3+ A3\ = 0 iar polinomul caracteristic al matricei A este Pa(X) =
X3 — )\1)\2)\3 = 0. ]_p
Dar ); sunt rad&cinile lui Py, deci A2 = A3 si similarele ....................... 1p
Atunci, din a) rezultd cd det(A + A7) =det A+det A™1 ...l 1p

Problema 4. Fie n > 3 §i A € M,,(C) o matrice cu proprietatea ca adjuncta sa A*
are exact p elemente nenule, unde p este un numar prim cu p < n. Aratati ca, pentru
orice m > 1, numarul elementelor nenule ale matricei (A*)™ este 0 sau p.

Solutie.

Daca A* este inversabila, atunci p = n. Altfel, daca p < n — 1, va exista o linie in A*
cu toate elementele nule, deci det A* =0 ... ... 1p
Atunci A* are cate un element nenul pe fiecare linie si pe fiecare coloana. Numim o
astfel de matrice speciala si aratam ca produsul a doua matrice speciale este speciala,
de unde, inductiv, rezulta ca (A*)™ are exact p elemente nenule, (V)m >1 ...... 1p
intr—adevér, daca A si B sunt speciale, cand calculam linia ¢ in matricea AB, vom
inmulti linia ¢ din A cu coloanele din B. Din unicitatea elementului nenul al liniei ¢
din A, aflat pe pozitia j, deducem ca in AB vom avea un unic element nenul pe linia
1 gi anume cel format din produsul acelei coloane din B care are elementul nenul pe

COLOATIA J .ttt 1p
In cazul in care A* nu este inversabila, avem det A = 0. Din relatia lui Sylvester
deducem ca rang(A*) < 1, deci rang(A*) =1, pentruca A* 4 O, ..., 1p

Elementele nenule ale lui A* trebuie sa fie toate pe o linie. Altfel, acestea determina
o submatrice a X b cu a,b > 2. Cum ab nu este prim, putem alege un element nul
din aceasta matrice. Pe linia si coloana acestuia va exista cate un element nenul.
Minorul de ordin 2 determinat de aceste 3 elemente si coltul ramas este nenul, ceea
ce contrazice contrazice rang(A*) =1 ... ... 2p
Numim saraca o matrice care are elemente nenule doar pe o linie. O putere de matrice
saraca Inmultita cu matricea insagi da o matrice saraca sau O,,. Intr-adevir, daci A
are elemente nenule doar pe linia i, daca elementul de pe coloana 7 este nenul, atunci
produsul are tot atatea elemente nenule ca si matricea, altfel este O,, ........... 1p



