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Enunţuri, soluţii şi bareme - clasa a X-a

Problema 1. Fie Z[i] = {z ∈ C | z = x + yi cu x, y ∈ Z } mulţimea ı̂ntregilor
lui Gauss. În planul complex considerăm triunghiul ABC, având centrul de greu-
tate G şi medianele [AD], [BE], respectiv [CF ], cu proprietatea că afixele punctelor
A,B,C,D,E, F,G se găsesc toate ı̂n mulţimea Z[i].
a) Daţi exemplu de şapte numere complexe cu modulele mai mici decât 8, care să fie
afixele celor şapte puncte din enunţ.

b) Arătaţi că părţile reale ale afixelor celor şapte puncte cu proprietatea din enunţ
nu pot fi numere ı̂ntregi consecutive.

Soluţie. Vom nota cu zP afixul punctului P .
a) Trebuie să avem zD = zB+zC

2
, zE = zC+zA

2
, zF = zA+zB

2
şi zG = zA+zB+zc

3
. Luăm

A(−6 + 2i), B(2 + 4i), C(4− 6i) şi atunci D(3− i), E(−1− 2i), F (−2 + 3i), G(0). Se
verifică prin calcul că cele şapte module sunt mai mici decât 8. . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

b) Fie a, b, c, d, e, f, g ∈ Z părţile reale ale numerelor complexe zA, zB, zC , zD, zE, zF
şi zG. Din zB + zC = 2zD, avem b + c = 2d. Analog c + a = 2e şi a + b = 2f . Din
zA + zB + zC = 3zG deducem că a + b + c = 3g, deci a + b + c = d + e + f = 3g.
Presupunem că există n ∈ Z astfel ı̂ncât numerele a, b, c, d, e, f, g sunt, ı̂ntr-o anumită
ordine, n−3, n−2, n−1, n, n+1, n+2, n+3. Atunci 7n = a+b+c+d+e+f+g = 7g,
deci g = n iar a+ b+ c = d+ e+ f = 3n. Cum a = (a+ b+ c)− (b+ c) = 3g − 2d,
deducem că a are aceeaşi paritate cu g = n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Analog, b şi c au aceeaşi paritate cu n, deci a, b, c, g sunt numere de aceeaşi paritate
cu n, diferite, şi sunt dintre n− 3, n− 2, n− 1, n, n+1, n+2, n+3. Această secvenţă
conţine ı̂nsă doar trei numere de aceeaşi paritate cu n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 2. Rezolvaţi ı̂n R ecuaţia log
2025

3x− 2

x2 − 2x+ 2
= x4 − 4x3 − x+ 4.

Soluţie.
Impunând condiţiile de existenţă, deducem că x ∈

(
2
3
,∞
)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Considerând funcţia f :
(
2
3
,∞
)
→ R, f(x) = x2 + x + log

2025
x, ecuaţia din enunţ

devine f(3x− 2) = f(x2 − 2x+ 2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Funcţia f este strict crescătoare (ca sumă de funcţii strict crescătoare), prin urmare
f este funcţie injectivă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Deducem că 3x − 2 = x2 − 2x + 2, de unde x ∈ {1, 4}. Observăm că ambele valori
convin, deci ecuaţia iniţială are două soluţii: x = 1 şi x = 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p



Problema 3. a) Fie x şi y două numere reale astfel ı̂ncât
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Arătaţi că x3 + x = y.

b) Determinaţi funcţiile f : R → R care au proprietatea că

f(x3 + x) ≤ x ≤ (f(x))3 + f(x) , pentru orice x ∈ R.

Soluţie.
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şi avem x = a + b.

Deoarece (a+ b)3 = a3 + b3 +3ab(a+ b), obţinem succesiv: x3 = y
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· x = y − x, deci

x3 + x = y. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

b) Fie g : R → R, g(x) = x3 + x. Funcţia g este strict crescătoare, ca suma de funcţii
strict crescătoare, deci este injectivă, iar din a) ne rezultă că aceasta este surjectivă.
Aşadar g este inversabilă, iar inversa sa este şi ea strict crescătoare, (1). . . . . . . . 1p
Dubla inegalitate din enunţ se scrie f(g(x)) ≤ x ≤ g(f(x)), pentru orice x ∈ R.
Din x ≤ g(f(x)) şi (1) deducem că g−1(x) ≤ f(x), pentru orice x ∈ R. Atunci
x = g−1(g(x)) ≤ f(g(x)) ≤ x, deci f(g(x)) = x, pentru orice x ∈ R. Deducem că
f ◦ g = 1R, prin urmare f = g−1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Folosind a) obţinem f(x) =
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Problema 4. Se consideră numerele reale a, b, c, distincte două câte două, cu
proprietatea că a+ b+ c = 0 şi a2+ b2+ c2 = 3. Arătaţi că pentru orice z1, z2, z3 ∈ C,
există a1, a2, a3, b1, b2, b3 ∈ {a, b, c} astfel ı̂ncât

|a1z1 + a2z2 + a3z3|2 ≤ |z1|2 + |z2|2 + |z3|2 ≤ |b1z1 + b2z2 + b3z3|2 .

Soluţie.
Fie A = {a, b, c}. Observăm că pentru x1, x2, x3 ∈ A şi z1, z2, z3 ∈ C fixate avem∣∣∣∣∣
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Atunci s1 =
∑

x1,x2,x3∈A

3∑
k=1

x2
k|zk|2 = 32 ·

3∑
k=1

a2k ·
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|zk|2, pentru că pentru fiecare

k ∈ {1, 2, 3}, coeficientul lui |zk|2 este a2i de atâtea ori câte alegeri ale celorlalte două
numere avem din {a, b, c}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4p

Mai departe, avem s2 =
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În relaţia (1), membrul stâng are 33 termeni, deci cel mai mic (mare) dintre aceştia

este cel mult (puţin) egal cu
s1 + s2
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3
·
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|zk|2, de unde rezultă concluzia.
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