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Editia a 16-a
Focsani, 15 februarie 2025
Enunturi, solutii si bareme - clasa a X-a

Problema 1. Fie Z[i] = {z € C | 2 = x + yi cu x,y € Z} multimea intregilor
lui Gauss. In planul complex consideram triunghiul ABC', avand centrul de greu-
tate G si medianele [AD], [BE], respectiv [C'F], cu proprietatea ca afixele punctelor
A,B,C,D,E,F,G se gasesc toate In multimea Z[i].

a) Dati exemplu de sapte numere complexe cu modulele mai mici decat 8, care sa fie
afixele celor sapte puncte din enunt.

b) Aratati ca partile reale ale afixelor celor sapte puncte cu proprietatea din enunt,
nu pot fi numere intregi consecutive.

Solutie. Vom nota cu zp afixul punctului P.

a) Trebuie sa avem zp = ZB;ZC, zZp = ZCJZFZA, Zp = ZA;ZB i zg = 2AtEBTZ [ uam
A(=6+2i), B(2+ 4i),C(4 — 69) si atunci D(3 — 1), E(—1 — 2i), F(—2+ 3i),G(0). Se
verifica prin calcul ca cele sapte module sunt mai mici decat 8. ................ 3p

b) Fie a,b,c,d,e, f,g € Z partile reale ale numerelor complexe z4, 25, z¢, 2p, 25, 2F
si zg. Din zp + 2o = 22p, avem b+ ¢ = 2d. Analog c+a =2egia+b=2f. Din
za+ 2+ 20 = 3zg deducem ca a +b+c =39, decia+b+c=d+e+ f = 3g.
Presupunem ca exista n € Z astfel incat numerele a, b, ¢, d, e, f, g sunt, intr-o anumita
ordine,n—3,n—2,n—1,n,n+1,n+2,n+3. Atunci 7n = a+b+c+d+e+ f+g = Tg,
decig=niara+b+c=d+e+ f=3n Cuma=(a+b+c)— (b+c)=3g— 2d,
deducem ca a are aceeagi paritate cu g =mn. ........ i 2p
Analog, b i ¢ au aceeasi paritate cu n, deci a, b, ¢, g sunt numere de aceeasi paritate
cu n, diferite, si sunt dintre n —3,n—2,n—1,n,n+1,n+2,n+ 3. Aceasta secventa

contine insa doar trei numere de aceeasi paritate cun. ............... .. ... 2p
Problema 2. Rezolvati in R ecuatia lo _sr—2 =2t — 42— 2 +4

° g2025 1’2 _ 21. + 2 :
Solutie.
Impunand conditiile de existenta, deducem ca = € (%, oo). .................... 1p
Considerand functia f : (%, oo) - R, f(z) =2+ 2+ log, .. ¥, ecuatia din enunt
devine f(3z —2) = f(@? — 204 2). oo 2p
Functia f este strict crescatoare (ca suma de functii strict crescatoare), prin urmare
f este functie injectiva. ... ... 2p

Deducem c& 3z — 2 = 2% — 2z + 2, de unde z € {1,4}. Observam c& ambele valori
convin, deci ecuatia initiala are doua solutii: x =1giz=4. ................... 2p



Problema 3. a) Fie x §i y doua numere reale astfel incat

@ () O ()

Aratati cd 23 + 2 = y.

b) Determinati functiile f : R — R care au proprietatea ca

f(@® +2) <2< (f(z))’+ f(x), pentru orice z € R.

Solutie.

a) Notam a = {’/%—i-\/(%y—i-(%)g, b = i/%—\/(%)z—l—(%)g si avem v = a + b.

Deoarece (a+0)* = a® +b® + 3ab(a +b), obtinem succesiv: z* = 4 + (%)2 + (%)3 +

P O 7 [0 @] e m w3 (D) e =y de

b) Fie g : R — R, g(r) = 2 + x. Functia g este strict crescitoare, ca suma de functii
strict crescatoare, deci este injectiva, iar din a) ne rezulta ca aceasta este surjectiva.
Agadar g este inversabila, iar inversa sa este si ea strict crescatoare, (1). ....... 1p
Dubla inegalitate din enunt se scrie f(g(z)) < x < g(f(z)), pentru orice z € R.
Din z < g(f(z)) si (1) deducem ca g '(z) < f(x), pentru orice x € R. Atunci
r =g Yg(x)) < f(g(x)) < z, deci f(g(x)) = x, pentru orice z € R. Deducem ca
fog=1g, prin urmare f = g . .. ... 2p

3 2 1 3 3 2 1 3
Folosind a) obtinem f(z) = g—i— \/<%> + (§> + g — \/(g) + <§> . 1p

Problema 4. Se considera numerele reale a, b, ¢, distincte doua cate doua, cu
proprietatea ci a+b+c = 0 si a® +b* + ¢ = 3. Aratati ca pentru orice 21, 29, 23 € C,
exista ay, as, as, by, ba,bs € {a,b,c} astfel incat

laz1 + asze + 032’3|2 <zl + |22)? + |23)? < |br21 + bozy + b3Z3|2-

Solutie.
Fie A = {a,b,c}. Observam ca pentru xy, z9,x3 € A §i 21, 29, 23 € C fixate avem
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Atunci s; = g E 3|z)? = 3% - g a; - E |z|?, pentru ci pentru fiecare
k=1

r1,r9,x3€A k=1 = k=1
k € {1,2,3}, coeficientul lui |2;|? este a? de atéatea ori cate alegeri ale celorlalte doud
numere avem din {a, b, c}. ... 4p
Mai departe, avem sy = E E a;a;(2Z; + Zizj) = E (z:Z; + Ziz;) -
a1,a2,a3€A 1<i<j<3 1<i<j<3
3 2

E aa; = E (2:Z+7Zi%;)-3- E Ty = g (2:Z;+7Zi%;) -3 ( E ak> =0.

a1,a2,a3€A 1<i<j<3 x,ye{a7b7c} 1<i<j<3 k=1

In relatia (1), membrul stang are 3% termeni, deci cel mai mic (mare) dintre acestia
S1+ S
33

3
1
este cel mult (putin) egal cu =3 Z a’- Z |2¢|?, de unde rezulta concluzia.

a€A k=1



