Concursul interjudetean de matematica UNIREA 2026
Focsani, 31 Ianuarie 2026

Clasa a 9-a

Solutii si bareme

Problema 1. Fie triunghiul ABC si punctele M € (AB),N € (AC),0 € (MN) si
S € (B(C), astfel incat OM = = k. Daca AD este blsectoarea unghiului ZA, unde

D e (BC), si vectorii ﬁ si O% sunt coliniari, ardtati cd 48 = k.

Enache Patrascu

Solut;ie Din rela@iile O? = m + MEB + @ si O? = OW + W + CTSQ deducem ca
OS = MB+ . W

T +1 T +1 .................................................... 2p
Atunci, daca notam a = AB §1 obglnem (ﬁ i . AB + kﬁ—ﬁ : @ (1) 1p
Similar, obtinem ca AD é

AB+AC + AB+AC (2) ...................... 2p
Intrucat vectorii 1@ si @ sunt coliniari iar vectorii vectorii 1@ si 1@ nu, avem din

(1) si (2) ca ’i,*cl = ’f4+31 , adica 5 de unde deducem cd ¥2 =k ..... 2p
AB+AC AB+AC

c — AB’

Problema 2. Spunem despre o multime de numere naturale A ca este intrerupta
daca exista numerele naturale a < b < ¢ astfel incat a,c € A gi b ¢ A. Determinati
numarul de submultimi intrerupte ale multimii {1,2,...,n}, unde n > 3.

Cristi Savescu

Solutie. Din ipoteza deducem ca o multime intrerupta are cel putin doua elemente,

deci multimea vida nu este intrerupta .......... ... .. i 1p
Observam ca pentru orice a,b € {1,2,...,n} cu a < b, dintre toate multimile pentru
care min A = a si max A = b, sigura care nu este intrerupta este cea care contine
toate numerele de la a la b, adica {a,a+1,...,0} ... . 2p
Atunci numarul total de multimi care nu sunt intrerupte este egal cu numarul de
perechi (a,b) cua, b€ {1,2,....;n}sia<b ... i 1p
Daca a = 1, avem n perechi, daca a = 2, avem n — 1 perechi, etc. Atunci in total
avemn+(n—1)+...+1= "("H astfel de perechi ........... ... 2p

Deducem ca multimile intrerupte sunt in numar de 2" — w -1



Problema 3. Pentru o multime finita de numere reale A = {ay, as, ..., a,}, notam cu
sp(A) = af+ab+...+a". Spunem ci un numéir natural n este restrictiv, daca pentru
orice multime A formata din n numere reale, pentru care s;(A) = 0 si s3(A) = 0,
avem Sox11(A) = 0, pentru orice k € N.

a) Aratati ca numerele 2, 3 si 4 sunt restrictive.

b) Aratati ca numarul 5 nu este restrictiv.

Mihai Piticari i Sorin Radulescu

Solutie. a) Daci A = {a,b} sia+b=a>+1> =0, atunci b = —a si a®*! 4?1 =
a1t — % =, deci 2 este restrictiv . ... 1p
Daca A = {a,b,c} sia+b+c=a®+ b+ =0, atunci folosind —c* = (a +b)? =
a® + b® + 3ab(a + b), obtinem a® + b* + ¢ = 3abe, deci abc = 0, de unde a = 0,b = 0
sau ¢ = 0. Atunci problema se reduce la cazul anterior, deci si 3 este restrictiv ..2p
Dacia A = {a,b,c,d} sia+b+c+d=a®>+b+c+d® =0, atunci a® + b3 + 3 =
—d*=(—dP=(a+b+c))=a*+0+ A +3(a+0)(b+c)(c+ a), deci avem a = —b

sau b = —c sau ¢ — a. Deducem ca a,b, c,d se grupeaza in doua perechi de numere
opuse, de unde rezulta ca si 4 este restrictiv .............. L 2p
b) Multimea A = {—8,—7,1,5,9} arata ca 5 nu este restrictiv .................. 2p

Problema 4. Fie multimile A, B C N* cu proprietatea ca AUB = N*gi ANB = ().
Determinati functiile f : N* — N* cu proprietatea ca

fla+b) = f(a)+ f(b), pentru orice (a,b) € (A x A)U (B x B).

Vasile Pop

Solutie. Pentru orice n € N*, numerele n gi n se afla in aceeagi multime din partitie.
Atunci f(2n) = 2f(n), pentru orice n € N* ... 1p
Fie a = f(1). Atunci avem f(1) = a si f(2) = 2a. Aratam prin metoda reducerii la
absurd ca f(n) = na, pentru orice n € N*. Altfel, presupunem ca exista ng pentru
care f(ng) # noa si alegem ny minim cu aceasta proprietate .................... 1p
Avem atunci ny > 3. Daca ny este par, atunci ng = 2n; si avem f(2n;) # 2n,a, deci
2f(n1) # 2nya sau f(ny) # nia, ceea ce contrazice minimalitatea alegerii lui ng, deci
ng este impar, adica ng = 2n1 + 1 oo 1p
Presupunem ca 1 € A. Daca ng € A, atunci f(ng+1) = f(no) +a = f(2(n1 +1)) =
2f(ny +1) = 2a(ny + 1), deci f(ng) = noa, fals. Atunci ny € B. Din 1 € A deducem
ca ng — 1 € B, altfel am avea f(ng) = f(1+ (ng — 1)) = a+ (np — 1)a = npa. Daca
no + 1 € B, atunci f(2ng) = f((no — 1) + (no + 1)) = a(ng — 1) + f(ng + 1) =
a(ng— 1)+ f(2(ny +1)) = (ng — 1) + 2f(ny + 1) = 2nga. Dar f(2ng) = 2f(ng), deci
avem o contradictie. Atunci ng+1 € Asi f(no+2) = f(1+no+1) = (no + 2)a.
Daca 2 € B, am avea f(ng+2) = f(no) +2a = (ng + 2)a, contradictie, deci 2 € A 2p
Presupunem ca avem 1,2,...,k € A, unde k < ng — 1. Atunci f(ng+ 1+ k) =
f(no+1)+ f(k) = (ng+ 1+ k)a, deci daca k+1 € B, am avea f(ng+ k+ 1) =
f(no) + f(k+ 1) = f(no) + a(k + 1), ceea ce ar implica f(ng) = noa, fals. Atunci



k+1 € A. Deducem prin inductieca 1,2,...,n9—1 € A. Dar ng—1 € B, contradictie.
Asadar presupunerea facuta este falsa, deci f(n) = an, pentru orice n € N*, unde
a = f(1). Evident toate aceste functii verifica ............ ... .. ... 2p



