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Soluţii şi bareme

Problema 1. Fie triunghiul ABC şi punctele M ∈ (AB), N ∈ (AC), O ∈ (MN) şi
S ∈ (BC), astfel ı̂ncât OM

ON
= SB

SC
= k. Dacă AD este bisectoarea unghiului ∠A, unde

D ∈ (BC), şi vectorii
−−→
AD şi

−→
OS sunt coliniari, arătaţi că MB

NC
= k.

Enache Pătraşcu

Soluţie. Din relaţiile
−→
OS =

−−→
OM +

−−→
MB +

−→
BS şi

−→
OS =

−−→
ON +

−−→
NC +

−→
CS deducem că−→

OS = 1
k+1

· −−→MB + k
k+1

· −−→NC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Atunci, dacă notăm α = MB
AB

şi β = NC
AC

, obţinem
−→
OS = α

k+1
· −→AB + βk

k+1
· −→AC (1) 1p

Similar, obţinem că
−−→
AD = AC

AB+AC
· −→AB + AB

AB+AC
· −→AC (2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Întrucât vectorii
−−→
AD şi

−→
OS sunt coliniari iar vectorii vectorii

−→
AB şi

−→
AC nu, avem din

(1) şi (2) că
α

k+1
AC

AB+AC

=
βk
k+1
AB

AB+AC

, adică α
AC

= βk
AB

, de unde deducem că MB
NC

= k . . . . . 2p

Problema 2. Spunem despre o mulţime de numere naturale A că este ı̂ntreruptă
dacă există numerele naturale a < b < c astfel ı̂ncât a, c ∈ A şi b /∈ A. Determinaţi
numărul de submulţimi ı̂ntrerupte ale mulţimii {1, 2, . . . , n}, unde n ≥ 3.

Cristi Săvescu

Soluţie. Din ipoteză deducem că o mulţime ı̂ntreruptă are cel puţin două elemente,
deci mulţimea vidă nu este ı̂ntreruptă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Observăm că pentru orice a, b ∈ {1, 2, . . . , n} cu a ≤ b, dintre toate mulţimile pentru
care minA = a şi maxA = b, sigura care nu este ı̂ntreruptă este cea care conţine
toate numerele de la a la b, adică {a, a+ 1, . . . , b} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Atunci numărul total de mulţimi care nu sunt ı̂ntrerupte este egal cu numărul de
perechi (a, b) cu a, b ∈ {1, 2, . . . , n} şi a ≤ b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Dacă a = 1, avem n perechi, dacă a = 2, avem n − 1 perechi, etc. Atunci ı̂n total
avem n+ (n− 1) + . . .+ 1 = n(n+1)

2
astfel de perechi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Deducem că mulţimile ı̂ntrerupte sunt ı̂n număr de 2n − n(n+1)
2

− 1 . . . . . . . . . . . . . 1p



Problema 3. Pentru o mulţime finită de numere reale A = {a1, a2, . . . , an}, notăm cu
sk(A) = ak1+ak2+ . . .+akn. Spunem că un număr natural n este restrictiv, dacă pentru
orice mulţime A formată din n numere reale, pentru care s1(A) = 0 şi s3(A) = 0,
avem s2k+1(A) = 0, pentru orice k ∈ N.
a) Arătaţi că numerele 2, 3 şi 4 sunt restrictive.
b) Arătaţi că numărul 5 nu este restrictiv.

Mihai Piticari şi Sorin Rădulescu

Soluţie. a) Dacă A = {a, b} şi a+ b = a3 + b3 = 0, atunci b = −a şi a2k+1 + b2k+1 =
a2k+1 − a2k+1 = 0, deci 2 este restrictiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Dacă A = {a, b, c} şi a + b + c = a3 + b3 + c3 = 0, atunci folosind −c3 = (a + b)3 =
a3 + b3 + 3ab(a+ b), obţinem a3 + b3 + c3 = 3abc, deci abc = 0, de unde a = 0, b = 0
sau c = 0. Atunci problema se reduce la cazul anterior, deci şi 3 este restrictiv . .2p
Dacă A = {a, b, c, d} şi a + b + c + d = a3 + b3 + c3 + d3 = 0, atunci a3 + b3 + c3 =
−d3 = (−d)3 = (a+ b+ c)3 = a3 + b3 + c3 + 3(a+ b)(b+ c)(c+ a), deci avem a = −b
sau b = −c sau c − a. Deducem că a, b, c, d se grupează ı̂n două perechi de numere
opuse, de unde rezultă că şi 4 este restrictiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
b) Mulţimea A = {−8,−7, 1, 5, 9} arată că 5 nu este restrictiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 4. Fie mulţimile A,B ⊆ N∗ cu proprietatea că A∪B = N∗ şi A∩B = ∅.
Determinaţi funcţiile f : N∗ → N∗ cu proprietatea că

f(a+ b) = f(a) + f(b), pentru orice (a, b) ∈ (A× A) ∪ (B ×B).

Vasile Pop

Soluţie. Pentru orice n ∈ N∗, numerele n şi n se află ı̂n aceeaşi mulţime din partiţie.
Atunci f(2n) = 2f(n), pentru orice n ∈ N∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Fie a = f(1). Atunci avem f(1) = a şi f(2) = 2a. Arătăm prin metoda reducerii la
absurd că f(n) = na, pentru orice n ∈ N∗. Altfel, presupunem că există n0 pentru
care f(n0) ̸= n0a şi alegem n0 minim cu această proprietate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Avem atunci n0 ≥ 3. Dacă n0 este par, atunci n0 = 2n1 şi avem f(2n1) ̸= 2n1a, deci
2f(n1) ̸= 2n1a sau f(n1) ̸= n1a, ceea ce contrazice minimalitatea alegerii lui n0, deci
n0 este impar, adică n0 = 2n1 + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Presupunem că 1 ∈ A. Dacă n0 ∈ A, atunci f(n0 + 1) = f(n0) + a = f(2(n1 + 1)) =
2f(n1 + 1) = 2a(n1 + 1), deci f(n0) = n0a, fals. Atunci n0 ∈ B. Din 1 ∈ A deducem
că n0 − 1 ∈ B, altfel am avea f(n0) = f(1 + (n0 − 1)) = a + (n0 − 1)a = n0a. Dacă
n0 + 1 ∈ B, atunci f(2n0) = f((n0 − 1) + (n0 + 1)) = a(n0 − 1) + f(n0 + 1) =
a(n0 − 1) + f(2(n1 + 1)) = (n0 − 1) + 2f(n1 + 1) = 2n0a. Dar f(2n0) = 2f(n0), deci
avem o contradicţie. Atunci n0 + 1 ∈ A şi f(n0 + 2) = f(1 + n0 + 1) = (n0 + 2)a.
Dacă 2 ∈ B, am avea f(n0+2) = f(n0)+2a = (n0+2)a, contradicţie, deci 2 ∈ A 2p
Presupunem că avem 1, 2, . . . , k ∈ A, unde k < n0 − 1. Atunci f(n0 + 1 + k) =
f(n0 + 1) + f(k) = (n0 + 1 + k)a, deci dacă k + 1 ∈ B, am avea f(n0 + k + 1) =
f(n0) + f(k + 1) = f(n0) + a(k + 1), ceea ce ar implica f(n0) = n0a, fals. Atunci



k+1 ∈ A. Deducem prin inducţie că 1, 2, . . . , n0−1 ∈ A. Dar n0−1 ∈ B, contradicţie.
Aşadar presupunerea făcută este falsă, deci f(n) = an, pentru orice n ∈ N∗, unde
a = f(1). Evident toate aceste funcţii verifică . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p


