Concursul interjudetean de matematica UNIREA 2026
Focsani, 31 Ianuarie 2026

Clasa a 8-a

Solutii si bareme

Problema 1. Fie a,b,c € R pentru care [a 4+ b+ ¢] = [a] + [b] + [c].
a) Aratati ca exista z € {a, b, c} pentru care [3x] = 3|x].
b) Cate triplete de numere a < b < ¢ din multimea

M = {g’k €{1,2,3),pe {1,2}}

satisfac conditia din ipoteza 7

Solutie. a) Avem [a] + [b] + [c] = [a + b+ ] = [[a] + {a} + [b] + {b} + [c] + {c}] =
la] + [b] + [c] + [{a} + {b} + {c}], de unde deducem ca [{a} 4+ {b} 4+ {c}] = 0, adica

{a} +{b} +{ct < 1 (1) i 2p
Atunci {2} = min{{a},{b},{c}} < 3, de unde deducem ci [3z] = [3[z] + 3{z}] =
B[] 4 [B{a}] = 3l@] oo 2p
b) Observam c& M = {1,1,3,2,3} ... 1p

Din (1) deducem ca cel mult unul dintre a, b, ¢ au partea fractionara % iar restul sunt
intregi. Daca toate trei sunt intregi, avem un singur triplet, iar daca 2 sunt intregi,

pe acestea le Butem alege 1n 3 moduri iar pe cel cu partea fractionara % il putem alege
in 2 moduri. In total avem 143 -2 =7 triplete ......... ... ... ... ... ... ..., 2p

Problema 2. Determinati numerele as, ag, ..., a9 € {1,2} pentru care
a3 +ay+ ...+ ay = 2026.
Cristi Savescu

Solutie. Observam ca as = a3 =...=ajg =2 nu verifica ...................... 1p
Atunci exista k pentru care ap, = 1. Fie k maxim cu aceasta proprietate. Atunci
2026 = a2+ a3 +... +ald <22+ . +20 2841 adica 28 < 211 —1—2—2026 = 19.
Atunci avem k < 4 o 3p
Deducem c& a5 = ag = ... = ajp = 2, deci a3 + a3 +aj =2026 — (2" —1—-1-2 —



22— 93— 24) = 2026 — 2048 + 32 = 10 ...\t 2p
Atunci a4 < 2, deci ag = 1, de unde a3 + a3 = 9. Aceastd ecuatie are solutia unica
as =1sia3=2 Atuncias=as=1siaz=as=ag=...=a10=2 ............ 1p

Problema 3. Fie ABCDA'B'C’'D’ un paralelipiped dreptunghic. Aratati ca acesta
este cub daca si numai daca distantele de la A la C D', CB’ i B'D’ sunt egale.

Adrian Bud
Solutie. Notam cu AB = x, BC =y, AA’ = z dimensiunile paralelipipedului.
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Daca ABCDA'B'C'D’ este cub, cele trei distante sunt inaltimi in trei triunghiuri
echilaterale congruente, deci sunt egale .......... ... ... ... ... 2p

Fie AN L B'D', N € (B'D'). Din AA’ L A'D'si AA' L A'B', avem AA' L (A'B'D'),
iar din 773 L 7 rezulta AN L B'D’, adica d(A, B'D’") = AN .................... 2p
A'D - AB
Cu teorema lui Pitagorain AA’B'D" avem B'D' = \/x? + y?,iar A’N = 5D =
Ty

2
2,2 2.2 | ,2.2
AN = AA/2+A/N2:ZQ+<L) :\/wy 42 4 2

. Cu teorema lui Pitagora in AAA’N avem

vVt +y? 2+ y?

222 + 222 +Z2x27 tar d(A,CD) = \/x2y2 ¥ 22+ 2
y? + 2* 72+ 22

deci dacd d(A, B'D') = d(A,CB’) = d(A,CD’) rezulta 2% + y* = y* + 22 = 2% + 22,

echivalent cu x = y = z, ceea ce arata ca ABCDA'B'C'D’ estecub ............. 1p

Analog, d(A,CB') =

Y



Problema 4. Un cub de laturd n este impartit prin plane paralele la fete in n® cuburi
congruente de latura 1.

a) Determinati numarul cuburilor de diferite dimensiuni care apar in figura obtinuta.
b) In fiecare cub unitar, ducem toate diagonalele fetelor. Determinati numarul total
de piramide triunghiulare regulate, cu cele trei unghiuri de la varf drepte, care apar
in figura obtinuta.

Sorin Ulmeanu

Solutie. a) Notam cu ABCDA'B'C'D’ cubul mare. Pentru fiecare p € {1,2,...,n}
numim p-cub un cub din figura, cu latura de dimensiune p. Atunci observam ca coltul
cel mai departat de A al unui p-cub parcurge n + 1 — p cubul cu un colt in C’ .. 2p
Numaérul acestora este (n + 1 — k)3, deci totalul cerut este 1> +23 + ... +n® ....1p

b) Orice piramida cu proprietatea data are varful in unul dintre varfurile cuburilor
mici si muchiile laterale paralele la muchiile cubului mare, pentru ca cele cu muchiile
laterale egale au acestea dispuse fie la 90° (cele cu muchiile laterale paralele la mu-
chiile cubului mare) fie la 60° (cele cu muchiile laterale paralele diagonalele cubului
D02 P 2p
Atunci acestea sunt colturi (cum este ABDA’ pentru cubul mare) in cuburi determi-
nate la a). Cum fiecare astfel de colt este determinat in mod unic de varful cubului
din care pleaca, pentru fiecare cub determinat la a) avem 8 astfel de piramide. Atunci
numarul cerut este 8(1° + 23+ ... +n3) =2n*(n+1)% . ... 2p



