Concursul interjudetean de matematica UNIREA 2026

Focsani, 31 Ianuarie 2026
Clasa a 11-a

Solutii si bareme

Problema 1. Fie girurile de numere reale (z,)n>1, (Yn)n>1, (2n)n>1 pentru care

. T+ 225 + ...+ nx, . .
Yp = T1+ T2+ ...+ Ty Sl 2 = , pentru orice n € N*,
n

a) Daca (yn)n>1 este convergent, rezulta ca (z,),>1 este convergent 7
b) Daca (2,)n>1 este convergent, rezultd ca (y,)n>1 este convergent ?

Solutie. a) Observam ca z, = (D@1 t@ate FT0) Y1 7Yz = "Yn _ MY YL YR Tl
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1 n—1
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Dacd (Yn)n>1 — L, atunci lim 1307y = lim L3570 4y = lim y, = L si atunci
B n— 00 n— o0 n—00
Hm 2, = L — L= 0 oo 2p

n—oo

b) Nu. Consideram z,, = % si atunci z, = 1, pentru orice n > 1, deci (2,),>1 este

convergent. Dar vy, = H,, care nu este convergent .............................. 3p

Problema 2. Consideram functiile f,g : R — (0,00) pentru care exista limitele

lim f(z) si lim g(), iar

tim £ 0 tim L) _

Mg~ B e
a) Dati exemplu de astfel de functjii.
b) Demonstrati ca lim f(z) = lim g(z) = 0.

T—00 T—00
Solutie. a) Consideram functiile f(x) = 2757 g g(x) = 27%, pentru orice x > 0.
s fl@) _ oo(=2 T _ o—izx s f®@®) _ o(=242)x _ 9l
Atun(nm—Q( 2t — 973 —>0§19(2m)—2( 2T =23 500 2p
b) Din lim % = 0, deducem ca exista N; pentru care f(z) < g(z), pentru orice
T—00
x > Ny, iar din lim gf((;;)) = 00, deucem ca exista Ny pentru care f(z) > g(2z), pentru
Tr—00



orice x > Ny. Atunci g(x) > f(x) > g(2z), pentru orice z > N = max{Ny, No} . 3p

Asadar g(z) > f(x) > g(2x) > f(2z) > ... > g(2"x) > f(2"x) > g(2""x) > ... > 0.

Sirurile (f(2"x))n>1, (9(2"2))n>1 sunt descrescatoare si marginite, deci convergente.

Atunci lim f(z) = Ly si lim g(x) = L, sunt finite, iar din multipla inegalitate de
T—00 T—r00

mai sus avem Ly < Ly si Ly < L, deci Ly = L,. Daca acestea nu sunt nule, atunci

lim % =1, contradictie ...... ... .. 2p

T—00

Problema 3. Fie n > 2 un numar natural. Determinati numerele naturale nenule p
§i ¢ cu proprietatea ca exista matricele nenule A, B € M, (Z) astfel incat

p- AF 4+ ¢ B¥ = I, pentru orice k € N*,

Cristi Savescu

Solutie. Presupunem fara a restrange generalitatea ca ¢ > p > 1. Atunci avem
p-A+q-B =1, deci A = %-(In—q-B) §i%-([n—q-B)2—|—q-B2 = I, sau
> B*—2¢-B+pq-B?=(p—1)-1I, Dacap > 2, deducem ci g|p — 1, ceea ce

CONTTAZICE 2 P oo ettt et et e e e e e 2p

Atunci p = 1, deci (¢ + 1) - B> = 2+ B sau B? = qi—l - B, care implica inductiv
k

Bk = (qi—1> - B, pentru orice £k > 1. Fie b un element nenul al matricei B. Daca

k
q > 2, atunci pentru k suficient de mare, avem 0 < | (qu1) - b| < 1, deci elementul

corespondent in matricea B**! nu este intreg, ceea ce contrazice Bt € M,,(Z), pentru
orice t > 1. Atunci, avem ¢ =1 . ... .. 3p

Daca p = ¢ = 1, observam ca putem alege A = I1 si B = I, — I;, unde I; este
matricea care are 1 in coltul din stanga sus si restul elementelor nule. Concluzia este
ca singura pereche care verifica este (1,1) ... o 2p

Problema 4. a) Aratati ca pentru orice matrice X,Y € My(C) are loc relatia
XY +YX=tr(X) - Y+tr(Y) X+ (tr(XY)—tr(X) - tr(Y)) L.

b) Fie A, B,C € My(C) pentru care AB = —BA,BC = —CB si CA = —AC.
Aratati ca tr(A) = tr(B) = tr(C) = 0.

Mihai Opincariu

Solutie. a) Din relatia lui Hamilton-Cayley pentru matricea X + Y avem relatia
(X+Y)2—tr(X+Y) (X 4+Y)+det(X+Y)o=0q ..ocoviiiiiiiiiiiiin.. 2p
Atunci X2+ Y?+ XY +Y X +det(X +Y) I, = tr( X)X +tr(X)Y +tr(Y)X +tr(Y)Y.



Dar X?—tr(X)X +det(X)I, = 0 si similar pentru Y, deci XY +Y X +det( X +Y) [, =

tr(X)Y +tr(Y)X + (detX +detY ) o oo 2p
Atunci avem de aratat ca tr(XY) —tr(X)tr(Y) +det(X +Y) = detX + detY, relatie
pe care o obtinem din calcul direct ........... .. . ... 1p

b) Dacid A este inversabila, atunci B = —A"'BA, deci tr(B) = —tr(A"'BA) =
—tr(BAA™') = —tr(B), deci tr(B) = 0 gi analog tr(C) = 0. Aplicim a) pentru A si
B si avem Oy = tr(A) - B+ tr(AB) - I,. Aplicand urma pe aceasta relatie, obtinem
tr(AB) = 0. Atunci, cum B # Oy, avem tr(A) = 0. Presupunem mai departe ca
A, B, C sun neinversabile. Daca tr(A) = 0, atunci din relatia de la a) obtinem ca
tr(B) = 0 si analog tr(C) = 0. Presupunem prin reducere la absurd ca ¢r(A) # 0.
Din relatia de la a) obtinem ca tr(B) # 0. Din tr(A) - B+tr(B)- A = tr(A)tr(B) - I
deducem ca AB = BA, deci AB = BA = O, (analog AC = CA = BC =CB = 0,).
Atunci B = 2z - A+ y - I, deci B> = yB, de unde deducem c& y = tr(B), deci
B =x-A+tr(B)l,. Analog B = a'-C +tr(B)Iy, deci - A = 2/ - C. Deducem
ca existd A € R* pentru care C = MA. Atunci Oy = AC = \- A2, deci A% = O,.
Aplicand urma pe relatia lui Hamilton-Cayley pentru matricea A, obtinem tr(A) = 0,
ADSUTA ... 2p



