Concursul interjudetean de matematica UNIREA 2026

Focsani, 31 Ianuarie 2026
Clasa a 10-a

Solutii si bareme

Problema 1. Fie z € C pentru care z® = 1. Aratati ca

2" + 1| 4 |2"™ 4 2| > 2, pentru orice n € N.

Gazeta Matematica

Solutie. Dacd z =1, atunci [2" + 1|+ 2" +2|=5>2 .. ..o 1p
Altfel z este radacina primitiva de ordin 3 a unitatii sau conjugata sa, deci are loc
relatia 22 4+ 24+ 1 = 0 ..o 2p
Atunci |27+ 1+ 2" 4+ 2] > 2"+ 2" £ 3] 1p
Dar 2" 4+ 2% = 2" (14 2) = — 2" 2 1p
Deci 2"+ 2" 4+ 3| =3 — 2" >3 — 2" =2 ... 2p

Problema 2. Fie f : R — R o functie neconstanta pentru care

/ ((f(x))Qy) = 2° f(zy), pentru orice z,y € R.

a) Dati exemplu de o functie cu proprietatea data.
b) Aratati ca f este injectiva.
c) Aratati ca f este impara.

Solutie. a) Ludm functia f(z) =0, pentru =0 i f(z) =1, pentruz #0 ....2p

b) Pentru x = y = 0, obtinem f(0) = 0. Daca exista x # 0 pentru care f(z) = 0,
atunci 0 = f(0) = (( f(x))*y) = 2® f(xy), pentru orice y € R, deci pentru y = £,
avem f(z) = 0. Deducem ca f este constanta, contradictie. Atunci f(z) # 0, pentru
OTICE T 75 O ot 1p

Pentru y = 1 in relatia data, avem f ((f(z))?) = 23f(x), deci daci z1,z, € R* si
f(x1) = f(z2), obtinem % = x3, deci 71 = x5. Asadar f este injectivd .......... 1p



c¢) Fie a = f(—1). Pentru z = —1 in relatia data, avem f(a’y) = —f(—y). Atunci

flaty) = f(a*(a*y)) = —f(=a’y) = —f(a*(=y)) = f(y). Din injectivitatea lui f
deducem ca a'y =y, deci a® = 1. Atunci f(—y) = —f(y), pentru orice y € R ... 3p

Problema 3. Fie S = {(z,y) € Nx N|1 <z,y <7} o multime de puncte laticiale.
Determinati numarul maxim de puncte pe care le poate avea o submultime 7" C S
in care sa nu existe patru puncte care sa determine un dreptunghi nedegenerat, cu
laturile paralele la axe.

Cristi Savescu

Solutie. Fie T" o multime cu proprietatea data si ¢ = |T'|. Pentru fiecare coloana
Jj =1,2,...,7, notam cu a; numarul de puncte din 7" aflate pe coloana j. Atunci
27 a; = t. Pentru fiecare j = 1,2,...,7, numarul de perechi de randuri care au

j=1
~ ) . . (a;—1 . ~ .. N
amandoua puncte din 7" pe coloana j este %, iar cand privim in ansamblu aceste

perechi pentru toate coloanele, conform restrictiei din ipoteza ne rezulta ca nu exista
doua coloane care sa aiba o aceiagi pereche de randuri, altfel am obtine un dreptunghi.

. . ¢ 7 ajla;—1 <
Atunci, din principiul includerii gi excluderii, obtinem ca i1 %(‘12# nu depaseste

numarul total de perechi de randuri, care este Z%. Atunci 42 > 2]7*:1 aj(a; — 1) =

237':1 a? —t > 3t —t, deci t? — Tt — 294 < 0, care se scrie (t+14)(t —21) < 0. Atunci

deducem ca t < 2l oo 4p

Pentru a arata ca t = 21 verifica, consideram urmatoarea constructie:
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Problema 4. a) Fie z € (0,00) cu proprietatea ca {/z este numar rational, pentru
o infinitate de valori ale lui n > 2. Aratati ca x = 1.

b) Fie z,y € (0,00) cu proprietatea ca {/z + {/y € Q este numar rational, pentru
orice n > 2. Arataticarz =y = 1.

Sorin Radulescu i Marius Radulescu

Solutie. a) In particular, z este rational, deci fie a,b € N*, (a,b) = 1, astfel incat
r = 7. Atunci, pentru fiecare n pentru care {/x este numar rational, exista numerele
a __ ap
b oo
a # 1, fie p un numar prim cu pla. Atunci vy(a) + nv,(b,) = v,(b) + nv,y(ay,). Din

naturale nenule a,, b,, (a,,b,) = 1, pentru care care se scrie ab] = ba;'. Daca



(a,b) = 1 deducem ca v,(b) = 0. Atunci vy(a) = n(vy(a,) — vy(by)), deci njv,(a), in
particular a > P > 2 2p

Cum proprietatea data are loc pentru o infinitate de valori ale lui n, rezulta ca a > 2",
pentru o infinitate de valori ale lui n. Dar a > 2" are loc doar cand n < log, a,
contradictie. Asadar, a = 1. Analog se arata ca b = 1, de unde rezulta concluzia 1p

b) Fie z, = /x4 %/y. Atunci 22, = z, + 2(xy) =, deci (zy)z™ € Q, pentru orice
n > 2, iar conform a), avem Ty = 1 ... 1p

Atunci 22, = x, + 2 i 2, € Q, pentru orice n > 1. Atunci scriem z,, = ’qﬁ, unde
n

2
pn+1

Pr,qn € N~ §i (pTU QTL) =1 §i ﬂ = z_z +27 deci pi+1‘]n = q721+1(pn +2Qn>7 deci q72L+1‘Qna

in particular ¢,;1 < /.. Deducem ci ¢, < ¢ . Pentru n suficient de mare, avem
¢, < 2, iar cum ¢, € N*, exista N pentru care avem ¢, = 1, pentru orice n > N .2p

Atunci p2,, = p, + 2, pentru orice n > N. Observam ca p, = x, > 2, pentru orice
n € N. Daca nu exista n > N pentru care p, = 2, atunci p,11 < p, este echivalent
cu p2 > p, + 2, adicd (p, — 2)(p, + 1) > 0, care este adevirat, ceea ce implica faptul
ca girul de numere naturale (p,),>n este strict descrescator, imposibil. Atunci avem
Pn = 2, deci 7, = 2. Cum z, = 3/7 + 5= > 2, cu egalitate cand z = 1, obtinem ca

T =1, AP0l 4 = 1 1p




